CONCURRENT PROCESS UP TO HOMOTOPY (I) 
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Abstract. Les CW-complexes globulaires et les flots sont deux modelisations 
geometriques des automates paralleles qui permettent de formaliser la notion 
de dihomotopie. La dihomotopie est une relation d'equivalence sur les auto- 
mates paralleles qui preserve des proprietes informatiques comme la presence 
ou non de deadlock. On construit un plongcmcnt des CW-complexes globu- 
laires dans les flots et on demontre que deux CW-complexes globulaires sont 
dihomotopes si et seulement si les flots associes sont dihomotopes. 

Globular CW-complexes and flows are both geometric models of concurrent 
processes which allow to model in a precise way the notion of dihomotopy. Di- 
homotopy is an equivalence relation which preserves computer-scientific prop- 
erties like the presence or not of deadlock. One constructs an embedding 
from globular CW-complexes to flows and one proves that two globular CW- 
complexes are dihomotopie if and only if the corresponding flows are dihomo- 
topie. 



1. Rappels sur les CW-complexes globulaires 

Cette note est la premiere de deux notes presentant quelques resultats de [3]. 
Tous les espaces topologiques sont supposes faiblement separes et compactement 
engendres, e'est-a-dire dans ce cas homeomorphes a la limite inductive de leurs 
sous-espaces compacts (cf. l'appendice de [6] pour un survol des proprietes de ces 
espaces). On travaille ainsi dans une categorie d'espaces topologiques (notee Top) 
qui est non seulement complete et cocomplete mais en plus cartesiennement fermee 
[8]. En d'autres termes, le foncteur — x X : Top — > Top a un adjoint a droite 
TOP(X, — ). Dans la suite, pour n 1, D n est le disque ferine de dimension n et 
est le bord de D n , a savoir la sphere de dimension n — 1. En particulier la 
sphere de dimension est la paire { — 1, +1}. 

Si Z est un espace topologique non vide, on note Glob top (Z) l'espace topologique 
obtenu en partant de Z x [0, 1] et en quotientant par les relations (z, 0) = (z' , 0) et 
(z, 1) = (z', 1) pour tout z, z' G Z . Cet espace est muni de l'ordre partiel suivant 
: (z,t) ^ (z',t') si et seulement si z = z' et t ^ t' . La classe d'equivalence de 
(z, 0) (resp. (z, 1)) est inferieure (resp. superieure) a tous les points de Glob top (Z). 
Le 0-squelette Glob top (Z)° de Glob top (Z) sera la paire constitute de la classe de 
(z, 0) et de celle de (z, 1). On pose / = Glob top ({*}) qui a done pour 0-squelette 
{(*,0),(*,1)}. 

Un CW-complexe globulaire X est, par definition, obtenu comme limite inductive 
lim^ X\ d'espaces topologiques de la facon suivante. On part d'un espace discret 

X° appele le 0-squelette et on commence par lui attacher des I pour obtcnir un 
premier espace topologique Xq. Puis on suppose X\ construit pour n ^ 0. On 
obtient alors X^ +1 en attachant a X\ des Glob top (D n+1 ) le long de Glob top (S n ). 
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Figure 1. Representation symbolique de Glob top (X) pour un es- 
pace topologiquc X 

Tout cela de telle facon que les attachements des / ct lcs morphismes d'attachement 
Glob top (S n ) — ► X\ soient des morphismes de CW-complexes globulaires (cf. ci- 
dessous). 

Un chemin d 'execution 7 : / — > X est unc application continue localement 
croissante pour l'ordre partiel dcfini sur chaque globe de X et telle que r y( I °) C 
X°. L'cnscmble de ces 7 non-constants est note F top (X). Un morphisme de CW- 
complexes globulaires / : X — > Y pour X ct Y quclconqucs est une application 
continue telle que f(X°) C Y° et telle que 7 1— ► / o 7 induise une application de 
V top (X) dans P* op (Y"). L'hypothese de non-contractibilitc des chcmins d'execution 
par /, qui peut paraitre etrange en premiere lecture, est en fait essentielle pour 
pouvoir faire certaines constructions homologiqucs : cf. par exemple le chapitrc 
"why non-contracting maps ?" de [4] ou bicn [2]. 

Definition 1.1. [4] Deux morphismes de CW-complexes globulaires f et g de X 
dans Y sont S-homotopes s'il existe une application continue H : X X [0, 1] — ► Y 
telle que 

(1) H(—,u) est un morphisme de CW-complexes globulaires de X dans Y pour 
tout u G [0, 1] 

(2) H(-,0) = f etH(-,l)=g 
On ecrit f 9- 

En particulier deux morphismes de CW-complexes globulaires S-homotopes coin- 
cident sur le 0-squelette. De la on dcfinit la notion de CW-complexes globulaires 
S-homotopes : 

Definition 1.2. [4] Deux CW-complexes globulaires X et Y sont S-homotopes s'il 
existe un morphisme de CW-complexes globulaires f : X — ► Y et un morphisme de 
CW-complexes globulaires g : Y — > X telle que fog ^ s Idy et g o / ^5 Idx- 

Definition 1.3. [4] Une T-homotopie f : X — > Y est un morphisme de CW- 
complexes globulaires qui induit un homeomorphisme entre les espaces topologiques 
sous-jacents. On dit alors que X et Y sont T-homotopes. 

On peut alors demontrer le 

Theoreme 1.4. [4] La localisation Ho(glTop) de la categoric glTop des CW- 
complexes globulaires par rapport aux S-homotopies et aux T-homotopies existe. 

La forme de globe suffit pour modcliscr les automates parallclcs [7]. De plus 
la S-homotopie et la T-homotopie ne modifient pas des proprietes informatiques 
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comme la presence ou non de deadlock [4]. La categoric Ho(glTop) est done un 
cadre possible pour l'etude des automates paralleles a homotopie pres. 

2. Flot 

Definition 2.1. [3] Un flot X consiste en la donnee d'un ensemble X° appele 0- 
squelette, d'un espace topologique FX appele espace des chemins d 'execution (non- 
constants), de deux applications continues s : FX — > X° et t : FX — > X° (X° 
etant muni de la topologie discrete) et d'une application continue * : {(x,y) G 
FXxFX, t(x) = s(y)} — > FX satisfaisant les axiomes s(x*y) = s(x), t(x*y) = t(y) 
et enfin x*(y*z) — (x*y)*z pour tout x,y,z G FX. Un morphisme de flots f de X 
vers Y est une application continue de X°UFX vers Y°\JFY tels que f(X°) C Y° , 
f(FX) C FY, s(f(x)) = /(*(*)), t(f(x)) = f(t(x)), f(x * y) = f(x) * f(y). La 
categorie correspondante est notee Flow. 

Si Z est un espace topologique, le flot Glob(Z) est defini comme suit : FGlob(Z) = 
Z, Glob(Z) = {0, 1}, et enfin s = et t = 1 (il n'y a pas de chemins d'execution 
composables). 

Definition 2.2. [3] Deux morphismes de flots f et g de X dans Y sont S-homotopes 
s'il existe une application continue H : X x [0, 1] — > Y telle que 

(1) H(—,u) est un morphisme de flots de X dans Y pour tout u G [0, 1] 

(2) H(-,0) = f etH(-,l) = g 
On ecrit f 9- 

On remarque que deux morphismes de flots S-homotopes coincident sur le 0- 
squelette. 

Definition 2.3. [3] Deux flots X etY sont S-homotopes s'il existe un morphisme 
de flots f : X — > Y et un morphisme de flots g : Y — > X tels que fog Idy et 
g o f ~ s Id x ■ 

Definition 2.4. [3] Soit X un flot et soit Y un sous-ensemble de X°. La restriction 
X \y de X a Y est le flot defini par 

(1) le 0-squelette de X |Y est Y 

(2) F(X \y) = |J( Q p)eYxY ^ct,pX avec une definition evidente des source, but 
et loi de composition. 

Si X est un flot, Pensemble F~X (resp. P+X) est, dans la definition qui suit, 
l'ensemble des 7 G FX tels que 5(7) = a (rcsp. £(7) = a) quotiente par la relation 
d'equivalence identifiant 7 avec 7*7' (resp. 7'*7 et 7). C'est-a-dire que F~X (resp. 
F+X) est l'ensemble des classes d'equivalence de chemins d'execution non-constants 
commengant (resp. terminant) de la meme fagon en a. 

Definition 2.5. [3] Un morphisme de flots f : X — > Y est une T-dihomotopie 
quand 

(1) Le morphisme de flots X — > X \fix°) es t un isomorphisme de flots 

(2) pour a G Y°\f(X°), P^F et F+Y sont des singletons 

(3) pour tout 7 G Y\f(X), il existe u,v G F tels que u*j*v soit dans I'image 
f(X) (avec les conventions s(x) * x = x * t(x) = x). 

On dit alors que les flots X etY sont T-dihomotopes. 
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3. COMPARAISON ENTRE CW-COMPLEXE GLOBULAIRE ET FLOT 

Theoreme 3.1. [3] 71 existe un et un seul foncteur cat (appele realisation categori- 
que) de glTop dans Flow tel que cat(X°) = cat(Xf, cat(Glob top (Z)) = Glob(Z), 
et cat(X) = lim^ Glob(Z) ou Z parcourt la decomposition cellulaire du CW-comple- 
xe globulaire X. 

Si X est un espace discret, on pose naturellement cat(X) := X. Si Z est un 
compact, on pose naturellement cat(Glob top (Z)) := Glob(Z). Puis on dcfinit le 
plongement sur les objets en posant cat(X) := lim^ Glob(Z) ou Z parcourt la 
decomposition cellulaire de X. Le plongement sur les morphismes est obtenu commc 
suit. On construit d'abord explicitement pour tout morphisme de CW-complexes 
globulaircs / : Glob top (Z) -> U le morphisme de flots cat(f) : Glob(Z) -> cat(U). 
Puis on pose pour / : X — > U un morphisme de CW-complexes globulaires quel- 
conque cat(f) := lim^ cat(f \ Giob to p (z)) ou Z parcourt la decomposition cellu- 
laire de X. On a done par construction la bijection Flow(cat(X), cat(U)) = 
lim Flow (cat(X^),cat(U)). 

Theoreme 3.2. [3] Soit glTOP(X, U) (resp. FLOW (cat(X),cat(U))) I'espace 
des morphismes de CW-complexes globulaires de X vers U (resp. de flots de 
cat(X) vers cat(U) ) muni de la Kelleyfication de la topologie induite par celle de 
TOP(X, U) (resp. TOP (cat(X), cat(U))). Alors cat induit une homotopie faible 

cat* : glTOP(X, U) FLOW (cat(X) , cat(U)) . 

De plus il existe une application continue r de 

FLOW (cat(X),cat(U)) 

dans glTOP(Jf, U) telle que cat* ° r = Id FZjOW{cat{X ),cat(u))- 

Considerons d'abord le cas X = Glob top (Z). La construction de r se fait alors 
explicitement et on demontre que e'est un inverse homotopique de cat*. Cela est 
essentiellement du au fait que par un point donne de Glob top (Z) autre que les deux 
points du O-squelette, il ne passe qu'un et un seul chemin d'execution non-constant 
(a rcparamctrisation pros). 

On obtient alors r par iteration sur la decomposition cellulaire de A". De plus 
avec [1] ou [5], on en deduit que holim glTOP(X*, U) est faiblement homotope a 
holirn t FLOW(cat(Xl), cat(U))T~ 

On montre ensuite que les deux tours d'espaces donnant les deux limites pro- 
jectives homotopiques sont des tours fibrantes, a savoir que toutes les applications 
apparaissant dans ces tours sont des fibrations d'espaces topologiques. Cela est 
essentiellement du au fait que les inclusions S n ~ 1 D n et done Glob top (S n ~ 1 ) 
Glob top (D n ) sont des cofibrations [9]. On en deduit done, encore grace a [1] ou [5], 
les equivalences d'homotopie faible lim^ glTOP(A^, U) ^ holim glTOPpf^LQ 
et lim^FLOW ' (cat(X^) , cat(U)) ^ hohm^ FLOW (cat (X*), cat(U)). Le rcsultat 
decoule alors des homcomorphismes 

glTOP(X, U) S limglTOP(X^ U) 

n 

et 

FLOW (cat(X),cat(Uj) limFLOW (cat(X^),cat(U)). 

n 
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Theoreme 3.3. [3] Deux CW-complexes globulaires X et Y sont S-homotopes si 
et seulement si les flots cat(X) et catiY) sont S-homotopes. 

Les espaces topologiques glTOP(X, U) et FLOW (cat(X) , cat{U)) sont faible- 
ment homotopes, et ont done les memes composantes connexes par arc. Comme on 
travaille dans une categorie d'espaces topologiques qui est cartesiennement fermee, 
une composante connexe par arc dc glTOP(X, U) (resp. FLOW (cat(X) , cat{U))) 
est une classe de S-homotopie de morphismes de CW-complexes globulaires (resp. 
de flots). Le resultat decoule alors de la surjectivite de l'application cat*. 

Enfin on a aussi : 

Theoreme 3.4. [3] Deux CW-complexes globulaires X et Y sont T-homotopes si 
et seulement si les flots cat(X) et catiY) sont T-homotopes. 
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